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Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskret-
na, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna,
Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i ztozono$é obliczeniowa)
nalezy wybraé i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczna co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest srednia arytmetyczna ocen z trzech wybranych zestawéw. Na
rozwigzanie przeznacza si¢ czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie
egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.



Matematyka I — Logika dla informatykéw

W tym zadaniu chcemy sprawdzié, czy relacja bardziej ogdlne w zbiorze podstawien jest
relacja porzadku. Dla przypomnienia: przez podstawienie w zbiorze terméw T'(X, V) nad
niepusta sygnatura X i nieskonczonym zbiorem zmiennych V rozumiemy dowolng funkcje
o:V = T(X,V), ktéra w naturalny sposob rozszerzamy do funkcji (zwyczajowo oznaczanej
tym samym symbolem) o : T(3,V) — T(X,V). Méwimy, ze podstawienie o jest bardziej
ogo6lne od podstawienia 0 i piszemy o =< 6, jesli istnieje takie podstawienie p, ze 6 = p - o,
gdzie - oznacza sktadanie funkcji.

Czy relacja < jest

a) zwrotna 7
b) stabo antysymetryczna?

c¢) przechodnia?
Jedli relacja < jest porzadkiem, to czy ma on

d) elementy minimalne?

e) elementy maksymalne?

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnic.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (6 punktéw) Niech A bedzie macierzg nieosobliwg, S = AAT. Wykazaé, ze S
jest macierza dodatnio okreslona.

Zadanie 2. (4 punkty) A\ jest wartoscia wlasna macierzy A. Wskazaé¢ jedna z wartosci
wlasnych macierzy A2. Jakie sa wartosci wlasne macierzy M = agl + a1A + ... + a, A" w

poréwnaniu z tymi macierzy A7

Zadanie 3. (4 punkty) Wykazaé, ze (27Z,+) (zbiér liczb calkowitych, parzystych wraz z do-
dawaniem) jest podgrupa grupy (Z,+).

Progi punktowe: 4, 6, 8, 10, 12 punktéw.



Programowanie — wariant A

Za te czesé egzaminu mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy
zdoby¢ 7 punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Drzewa prefiksowe

Drzewa prefiksowe sg strukturami danych stuzacymi do reprezentacji zbioréw ciagdéw elemen-
téw (nad pewnym alfabetem). Idea jest prosta: krawedzie drzewa sa etykietowane elementami
naszego alfabetu, za$ wierzchotki zawierajg informacje, czy $Sciezka od korzenia do danego
wierzcholka nalezy do zbioru reprezentowanego przez nasze drzewo.

Przyktadowo, ponizsze drzewo reprezentuje zbior ciagéw liter {a,abc,abd, cd}. Zwroémy
uwage, ze ciag pusty nie nalezy do drzewa, podobnie jak ciagi ab czy ¢, mimo ze odpowiednie
Sciezki sa w drzewie obecne — wynika to z oznaczen w odpowiednich weztach.
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Poniewaz drzewa prefiksowe stuza do reprezentacji zbioréw skonczonych (o szczegdlnym
ksztalcie elementéw), powinny dostarczaé¢ standardowych operacji na zbiorach: sprawdzania
nalezenia do zbioru, dodawania czy usuwania elementéw, sprawdzania rownoéci, itp.

Zadanie 1. (6p.) Zaproponuj reprezentacje drzew prefiksowych w wybranym jezyku funk-
cyjunym (Haskell, Ocaml, Racket). Wykorzystaj narzedzia abstrakcji danych wlasciwe dla wy-
branego jezyka, ale jesli chcesz uzyé¢ bibliotecznej struktury danych, przytocz jej definicje.
Nastepnie opisz niezmienniki swojej struktury danych przy pomocy funkcji, ktora rozstrzyga
czy otrzymane drzewo prefiksowe jest poprawnie sformowane.

Zadanie 2. (6p.) Jak powyzej, ale w wybranym jezyku imperatywnym (C, Python, Java).

Zadanie 3. (8p.) Dla wybranej z powyzszych reprezentacji zaimplementuj nastepujace
funkcje na drzewach prefiksowych:

e lookup, rozstrzygajaca czy dany ciag nalezy do zbioru reprezentowanego przez drzewo;

insert, dodajacy dany ciag do zbioru reprezentowanego przez drzewo;
e remove, usuwajacy dany ciag ze zbioru reprezentowanego przez drzewo;
e equal, rozstrzygajaca czy dwa drzewa reprezentuja te same zbiory ciagow.

Oczywiscie jesli piszesz w jezyku funkcyjnym, powstrzymaj sie od uzywania jego cech impe-
ratywnych i vice versa.



Programowanie — wariant B

Za zadania mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymacé ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktow, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b, ¢, d} dana jest za
pomocy nastepujacego zbioru produkcji:

X —>aXb,X - abY - cYd,Y —cd,S— XSY,S - XY

Dla gramatyki G przez L(G) rozumieé¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy aabbed nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1p)
b) Czy gramatyka G jest jednoznaczna? Odpowiedz uzasadnij. (3p)

c¢) Przedstaw wyrazenie regularne (o ile to mozliwe) lub gramatyke bezkontekstowa (w prze-
ciwnym przypadku) generujaca zbior A; = L(G1) N R(a*b*c*d*) OdpowiedZ uzasadnij.
(2p)

d) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejsScie napis i zwraca warto$é
logiczna, réwna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru L(G1) N"R((ab+
cd)*). Mozesz uzywaé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python,
Ruby, Rust, Go (4p)

Zadanie 2. Napisz w Prologu predykat generate_expr (+N, +Val, -E), ktory jako argument
bierze liczbe naturalng N oraz liczbe naturalng Val i jest prawdziwy, gdy zachodzi koniunkcja
nastepujacych warunkow:

i) E jest wyrazeniem zbudowanym ze znakéw dodawania, mnozenia, odejmowania oraz cyfr,
ii) E ma co najwyzej N operatoréw
iii) wartoscia E jest Val.

Predykat powinno daé sie uzy¢ do generowania takich wyrazen. Mozesz tworzy¢ predykaty
pomocnicze, nalezy jednak wyraznie napisac, co taki predykat robi i jakie znaczenie maja jego
poszczegdlne argumenty. (5p)

Zadanie 3. Niech F' bedzie funkcja, ktéra dla liczby naturalnej n (zapisanej w systemie
dziesietnym) oblicza jej sume cyfr. Rozwazmy proces, w ktérym liczymy wartos¢ F' dla liczby
naturalnej, potem liczymy warto$¢ F' dla wyniku i powtarzamy to az do momentu, w ktérym
kolejne aplikacje ,nic nie daja” (bo otrzymamy liczbe jednocyfrowa réwna swojej sumie cyfr).
Te wtasnie liczbe nazwiemy granicg cyfrowq liczby n.

Napisz w Haskellu lub OCamlu funkcje obliczajaca granice cyfrowsa liczby naturalnej.
Mozesz definiowaé funkcje pomocnicze. Dla kazdej funkcji pomocniczej opisz znaczenie jej
argumentéw i wyniku. (5p)



Matematyka dyskretna

Podgraf indukowany grafu G sklada sie z pewnego podzbioru wierzchotkéw V' C V(G) i
zbioru wszystkich krawedzi, ktére w G tacza wierzcholki z V. Pokaz, ze jesli graf zawiera cykl
dhugosci nieparzystej, to zawiera podgraf indukowany bedacy cyklem dlugoéci nieparzyste;j.
Czy podobne stwierdzenie jest prawdziwe dla cykli dtugosci parzystej?

Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymaé tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. Dla jakich x € R obliczanie z wykorzystaniem arytmetyki zmiennopozycyj-
nej wartoéci wyrazenia (sinz — z) /2> moze wiazaé si¢ z utrata cyfr znaczacych wyniku?
Odpowiedz uzasadnij. Nastepnie zaproponuj sposéb obliczenia w arytmetyce fl wyniku
doktadniejszego.

2. (a) Podaj definicje naturalnej funkcji sklejanej trzeciego stopnia interpo-
lujacej funkcje f w weztach xg < 21 < -+ < x,. Gdzie funkcje tego typu znajduja
zastosowania? (b) Czy f(x) = 2% jest naturalng interpolacyjna funkcja sklejana trze-
ciego stopnia dla danych

a || —2]0]2

?
IO

Odpowiedz uzasadnij.

3. 14 pu'n'kty Zafprop/(?nuj 'algor.ytm f)dwra'caflia nieosobliwej macierzy tréjkatnej dolnej.
Podaj jego zlozonoéé obliczeniows i pamieciows.



Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej czesci mozna otrzymaé w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobrg.

Zadanie 1: proces technologiczny z minimalng liczba procesoréw (4 punkty)

Pewien proces technologiczny realizujacy jakies zadanie zostat zaprojektowany w taki spo-
soOb, ze zaplanowano w nim n niezaleznie wykonujacych sie proceséw. Kazdy proces rozpoczyna
si¢ o okreslonej godzinie ¢; i trwa okreslong liczbe minut d;, dla ¢ = 1...n. Do prawidlowe-
go wykonania calego zadania kazdemu procesowi nalezy przydzieli¢ procesor na wylacznosé,
czyli od momentu ¢; do t; 4+ d;. Trzeba wiec wyliczy¢ jaka jest minimalna liczba procesoréw
potrzebna do prawidlowej realizacji zadania.

Opracuj efektywna metode rozwiazujaca ten problem. Opisz idee algorytmu, a potem
zapisz go w pseudokodzie (wraz z niezbednymi komentarzami). Uzasadnij, Zze opisany algorytm
dziata poprawnie oraz oszacuj jego ztozono$é¢ czasows.

Zadanie 2: listowa reprezentacja zbioréw rozlacznych (5 punktéw)

Rozwazmy listowa implementacje struktury danych dla zbioréw roztacznych. Kazdy zbiér
jest reprezentowany jako lista swoich elementéw. Reprezentantem zbioru jest pierwszy element
na liscie. Kazdy element oprécz wskaznika do nastepnego wezta ma dodatkowo bezposredni
wskaznik do reprezentanta (reprezentant zbioru, czyli glowa listy, ma ten wskaznik ustawiony
na siebie). Dzieki wskaznikom powrotnym koszt operacji Find jest staly O(1). Operacja Init
jest rowniez bardzo prosta i polega na utworzeniu n jednoelementowych list, co zajmuje czas
liniowy O(n), gdzie n to liczba wszystkich elementéw.

Operacja Union tez wydaje sie prosta: polaczenie zbioréw sprowadza sie do potaczenia
list — wprawdzie koszt polaczenia dwéch list jest staly (wymaga to pamietania wskaznika do
ostatniego elementu), ale nalezy jeszcze we wszystkich elementach listy dotaczanej uaktualnié
wskaznik na reprezentanta, co zajmuje czas liniowy wzgledem jej dlugosci. Prosta heurystyka,
ktora pozwala zmniejszy¢é koszt operacji Union (w sensie zamortyzowanym) polega na dola-
czaniu krotszej listy na koniec dluzszej (wymaga to przechowywania wraz z lista informacji o
jej rozmiarze).

Przeanalizuj teraz ztozono$¢ czasowa wykonania ciggu m operacji Union i Find, przy czym
w ciagu tym znajduje sie n — 1 operacji Union. Wykaz, ze zamortyzowany koszt wykonania
na poczatku operacji Init, a potem m operacji Union i Find wynosi O(m + nlogn).

Druga czes¢ zadania polega na takim zmodyfikowaniu struktury listowej dla zbioréow roz-
tacznych, aby mozna byto wykonaé na niej operacje Fatract, ktéra odlacza element od zbioru,
do ktérego on nalezy i tworzy nowy jednoelementowy zbiér. Operacja ta powinna dzialaé w
czasie stalym O(1).



Jezyki formalne i zlozonosé obliczeniowa
Przypomnijmy, ze:

e Literal to zmienna lub zanegowana zmienna.

e Klauzula to alternatywa literaléw.

e Klauzula jest hornowska, jesli co najwyzej jeden z wystepujacych w niej literatéw jest
niezanegowana zmienna.

Rozpatrzmy nastepujace problemy:
HORN-SAT

Wejscie Formuta boolowska bedaca koniunkcja klauzul, sposréd ktérych
kazda jest hornowska

Pytanie Czy ta formuta jest spetnialna?
2-SAT )
Wejscie Formuta boolowska bedaca koniunkcja klauzul, sposréd ktérych

kazda jest alternatywa co najwyzej dwéch literatéw

Pytanie Czy ta formuta jest spetnialna?
SAT,
Wejscie Formuta boolowska bedaca koniunkcja klauzul taka, ze kazda

zmienna wystepuje w niej co najwyzej dwa razy

Pytanie Czy ta formuta jest spetnialna?

HORN+-2-SAT

Wejscie Formuta boolowska bedaca koniunkcja klauzul, sposréd ktérych
kazda jest albo hornowska, albo zawiera co najwyzej dwa literaty

Pytanie Czy ta formufa jest spetnialna?

HORN-SAT 1102

Wejscie Formuta boolowska bedaca koniunkcja klauzul takich, ze kazda
zmienna, ktéra wystepuje w klauzuli, ktéra nie jest hornowska, ma co
najwyzej dwa wystapienia.

Pytanie Czy ta formuta jest spetnialna?

1. (1 punkt) Wybierz jeden z probleméw HORN-SAT, 2-SAT, SATs i przypomnij, jaka
jest jego ztozono$é, oraz podaj gléwng idee dowodu tej ztozonodci.

2. (2 punkty) Jaka jest zlozonosé problemu HORN+2-SAT?

3. (2 punkty) Jaka jest zlozonosé problemu HORN-SAT 027

Ocena to liczba zdobytych punktow.



